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l,rçil" co,sinu¡ii ditectori ai tlacliunii fa!ã, cle axele Onu On, qi Oø, , ar.enr
floiecliile

i (- .cos Àcos ø, osin Àr - o cos 7, sin u.), tJ (0, - u, 0),

-)+
a (nu tbr, ù") , T Uh, ltz, .ft")

, Prin proiectalea ecuafiei 
.rle_ rniçcar:e (2), pc axele triechului ales,

se oblin ecualiile scalare ale rni$cár,ii in l'orinl

ùL + z(i)z <o cos), sin ø f ø, osinÀ) : ltt, (2,)

ù, I2(-ùt6 cosT,sin ø-]_ùstocoslcosø.) :Ítz_(J¡
il, - 2 (ø, o sinl I ùz 6cos À còs a) : ft*

. ^Yoq 
presupune acum cã, tracúi'nea se afrã, în tot tirnpur acliuniisale în planul Ourr,,;i atunci l, : b. Von preÀuñ"; d; asemenea cã,

l:0 gi ø: |, """ ce înseamnã, cã, planul Onru" coincide cuplan*l
') rezultõ", presupunîncl
impul miçcárii ug:0t cã"
ecuatorului pã,mîntesc.

Ecualiile miqcárii plane a rachrrjt, .adig¡ pe acea parte a traiectoriei pe car.e forta de tracliune r.ucreazã,efectiv fiind diferità de zero, se vor aä¿uce airi iz,f çi 
-ro 

to",,."

'rt, | 2o ùz :flu (B)

i:, - 2a i;, : fl,, - g. (4)

.r,'^ _n-?-.^Ba'tea 
pasivã, a traiectoriei, unde tractiunea este 

'ulã,, ecua-
'r'ure nìr$cârll se vor ded.uce, în baza ipotezelór c1e mai sus, din (2,)luînd / : 0,

i;, | 2a ùz : 0t (5)

ú, - 2a üt: - !1. (6)

*,.,, -^P,go,uli,ilu..¿p. 
mai sus sînt valabile, în ipotezele admise, atît pen-u.u rachete balistice._cÌ! Ði pentru racheie cos-mice sau purtã,ioare dd sa-teliti arl,ificiali ai l,ärnînïuîui.
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l . Iìo 1,.-\'J' I I l.l:; ltt ;c Ànt r 1ìr\ culì'l'EI

alisticä este lansatä clintr-o pozilie
sá linern seatna cä Pámîntul este
n jurul axei sale. Vom consiclera

Onrnrn" invaliabil legat cle I'á-
chetei asupra traiectoriei rachetei

çi traiectoriei centrului de greutate al rachetei.' Achni!încl postulatul -miçcä,rii corpului d.e masá ,variabilá çj Pof-
tulatul mi{cärii -relative, ecualia miçcã,i'ii relative a rachetei raportatä la
repelul nol¡il Oernru" se obline din ecualia lui l\ervton

d.acã, se consiclerã, cä masa variazã' în raport cu timpul iar for'.ta /' contine

forla rlirect aplicatá à : uift (forla gravitalion aÞn mi rezultantã, a 
*for{ei

de atraclie a I'ã,rnîntutui çi fortei centrifuge), forla coriolis - Znaa x u

çi forla de tr:acfiune reactivã, È:ry J, oodu i este víteza rachetei
dt

-+

fa,tã,*tle Onrrnrn, ri¿ este lnâSa, co este viteza unghiularã, a Pämîntului

iar ø este viteza efecti'r.á d.e expulzare a gazelor în ajutajul rachetei.
Dcualia rniçcárii,rachetei vù ãYeaJ deci forma

2

T)++
lmpárlind ecualia (1) cu nr, çi notînd.:-: l, I fiincl acceleralia

reactivã,, aceastá ecualie clevine ' 1n

d,D -|
o-26x

d.t

-+

d.a

at,
'nL

->
T

-+

dll -) -) +
'ttù -tì10-2tt¡cùXD+P,dt

(1)

-'

(2)

Considerám acum reperul ca,ltezian Onrnrnr. Axa Ort este tan-
gentá Ia Pámînt ryi orientátä spre sud, axa On, este verticala locului,
înclreptatá spre zenil,, iar axa Or, este perpendiculará în O pa Ort qi
O,r, astfelincît Onrnrø, sã, folme'¿e trî reper direct în 4ceastá olcline.- Notînct cu ø. unghiul pe cara Or, îl folmeazã, cu rnericlianul lo-
cului cle lansare O, cu 7, latitudinea geograficá a punctului O çi cu 1.,

++
1)+Í.
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Distanla. de zbor înce_tár'ü motorului çi de vi i .
àl¡,ie. Pozigia fi'nalã, aJ i i.t"i
pa,srvâ.

Poziþia A (q:, qr) se obtinc
patl,.ca act iv á,..adir:ä ecua!üle, (B )
,got.il tle tuncfrr neOunoscute. Pe tl
qi..ø, (t) ) çi
t;äle no ( atu
regimul dire
sensul s sau
Iruncliile / (¿) çi Zu(f) sînt deci
prietáli matematice necesare

j (ú) çi l,(f) pot fi alese într-un

(f) vor rezulta valori bine deter_
liilor (3) - (a), pentm qo $i do çi

8J?: ò4r f p, gø, f p, gØ, f p¿ à4r, (11)
unde

nr:(-qzz-+2a(ir-g + g 7 \az.- \ 2r Vt - zz 4liz ' 4^,lt:_ zr)a*'
-8, ZPs: g az

|^,VI=, ah'
I lít-pn:--1+/+-z' 4rz o^? r 2^Qr:_gz+-4- 2a' 2^ at¡t 4^z-60,

-L g ôz, 4^ryt- n a
Problema cãre se pune acum constä.în alegerea func!ülor /(¿) çiIo(r) în aça feÌ cu bá,tuia- R á iãärråtài sã, fie maximä.

cu rezolvarea în întregim_e a acestei probleme, ci
ia_.f (t) este datã, (fixaãä, ¿in puntt dô vedere va-
alegem numai func!üle tu (t)- care fac maximá

1n
urmä si f4,', $i pe

SÆ :'d d'e ext'rem
dirijarJ oPtim de

ò - c. 2845

2all7 - 2z

0Z,Z,2aQt-gAZ
dh 2a Aaz 1Qr'

808 PETRT BRÃDEANU çi ION PÀ\IÃLOIU

A. III\CIIìJTD IIAI,ISTIIJI-I

2. cIALCULUL DIS'TANTEI oRIZONTALE DE zBoR (BÄTArA)

Penl,ru a calcula clistanla de zbor a lachetei ar trebui sä inte-
gräm ecualiite (3) - (4) c
(6) corespunzùtoute Pár,tii
în acest palagraf, nu este
sá considerám cä Pozilia finalã, a
qr), rämînînd ca h Ei 4z sã, fie,cle
11, útezele, orizontalÌí çi verticalá,
sînt de asemenea, nesunoscute.

sá observám cá ecualiile (5) - (6) sînt cu coeficienti constanli
qi nu cuprind funcliile necunöscutu ôi t..-ái clerir.atele lor. 1n consecintlr,
aceste ecualii se pot integra octatá oblinînd'

i:t ! 2a frz : ct,t

12-2afrr- -llt-lcz,
Integrarea acestor ecualii, cu concliliite iniliale

ø, (0) : h, nz(0) :82¡ ùt(0) :4t' i)2Q): E2,

este imediatá ;i conduce la soluliile

2otj, - ç¡

4

nr(t) : q, - þ%+ iå cos 2 at *

r,(t):o" r#*þ sin2olt

4 c¡2
sin2 of + #, (7)

(8)

(e)

(9')

(9")

(10)

-2aqt*g cos2<of _ g

lloz 4az

Distan.ta orizontalá, d.e zbor (bätaia) se.va obline din formula (2.)

cu corrdi!,ia n, : 0, condilic din oare se aflá timpul f, necesar palcurgerii
pã,rlii pasive. Din ecualia r, (tt) : 0 se gã,seçte

sin2oL: al a2 - P:2,
uncle, d.upã, cun rezultã, din calcule,

- 2a Q, (4ozq" * 2ah - tl)
d.-

4^'qZ + (- 2^ rlr l g)'

(4.' q, i 2a - (-2^q, * g)'

4c# Q?2 I (-2r 4t I g)'

Se înlocuieçte (9) în (7) çi se obline distanla cle zbor

lì (rt,82,4r,4z) : et - ? n ?Y't - Zz ¡2a 2c.¡'

+ g 
arcsin Z'

4l"¿z

2^4t g

4c¡2
z+
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Se obsen-ä clin (18) cá pcnl,ru concliliile irtii,iale (17) cortstaniele
A qi B sînt nule.

Pcntru a gási soluf,iile sistemului (16) unit ou cotrdifiilc (1?) r-om
folosi rnetocla valiatiei constantelol.

Sohrliilc prirììcloÌ douã, ecuatii clin (1(i) cale satisfac conclil¡iile iui-
tiale sînt

ft
r1 (t) : t.¿r (1) - \ ./ttl [cos 2o (l s)ò/'(.s)-sin 2co (Í-s) ,\1, (s)] tls' (20)

,0
.t

cr(t) : ò'.ú, (l) - t ./(s) lsitr r)o (l--s) ò1, (s)-]-cos 2to (1,-s)81, (s)l its. (21)
.\r

Ultirnc¡le cì.ouÈí ccuriii clirr (1(i) se irttcgleazã, cu aju1.()r'ul solutiilor
(20) - (2I ) sub folrtt¿t,

-

3. llEGIlltil. OPT'lìl l)ìf DIIìlJr\RIì Á Dilìl.tC.J.rìlr .l.Iìr\Cl.lU\U

consiclerîncl cá .functia .f (l) est,c datã,, ecua],iilc .r.arialiilol sc r.or.
cleclucc tlin ecuatiile (B) - (4) si au forma

8o, + 2a 8 ,hr: "fò¿r, (12)

òii2 - 2ar ,) ir, : /òlr. (1S)

Sá observãtn cã, problerna variationalã, fornulatá pcunite sã¡, scrjc¡l
ecua{,iile (12) - (13) în forrna

d(ì
; (òi'ì) r- Ì. ì. (À,"r) - -fò/r,¡lt d/

(1t ),

* (u,u,) -. 2,'$ tur,t ._-./òr,

tJ, Q) - ò.r, (l).- ./(s)[croslar(,r s),\Zr(s)--sin2o(r-s) ù1.(s) | tls, (22)
Problerlra, noastr'¿i celo så, afl¿înr lalial.iiie ò-r, ¡i o"ø, care sat,isl'lrc

ecual,iilc prccctlente. Pentlu a rczolva accstc ccualii'facetn substituiiilc
o'r, : s-, ò¿¡ : !/¡ (15)

çi atunci ecua!ülo plececlentc corrduc la sistenrul

àt j- 2<,t Z, : f 81,r,

à, - 2<t;^, := ./ù lr,

lh - 4 -- 0¡ (l(ì)'

!/z -- az : 0'

Âdäugåm la ccu¿r,tiile (16) ulnrãr,toarelc conclil,ii ini{iate

.llcual,ìile onLog('ne corcs¡lurzãrtoalo ltrinrclol douã, ecua{ii ¿i¡ (1(i)
po1, fi scì'ise îr folnla,

à¡)-4a2øo:0, i--7,2.
Integlala gcncralá a sistemului ornogcn este cle forma,

3t (t) -¡1 cos 2<'¡t - B sin 2cot,

zz $) A sinl,'t f B cos 2tot. 
(18)

Determinantul sistemului fundamental de solu!ü este

i: 
."

(' 0,,,yzU)- òa;, (l)- \'' .f(s)l sin2or(.r -s)ù1,(s)fcos2o(r-s)òlr(s) I ds. (23)

I'errtlu c¿tlculuÌ ultirnelor iutegla,le lolosinl folmula lui Jlirichlet çi
ob!inetn

lt,(t)- òr, (/) ['/jtl llr.oslro(¿-s) -Ilòtr(s) f sirr 2tt(t-
Jo 2or

- s) ò1, (s)) rls, (24 )

ltz(t): ò,r', (f) : {sin 2co (f - s) ò1, (s) -l- [1 - cos 2a (t -

- s) | ò1, (s)ì ds.

I)acÈi notä,nl cn 1l' l,impul în calc racheta pa,rcruge
O-4, atunci folmulcle (20) - (21) ¡i (2a) - Qr') aplicate
'1.', drttrtra înlocuilea val'iabilci .s cu I , devin

t't

\
.0

/ (s)

2o

(25)

parl,ea activä
la mornentul

à4r:8ør (r): /(l) [cos 2<l (T ¿) ò¿r (/) - sin2o ('I' - t) ò¿¿ (r)] cl¿,

r't'
84r:à h"(1'): \ /(¿) lsin 2<o (al'-t) ò'¿r (¿) ì cos 2c,l (!l-t) ò¿, (r)l dt, (26)

.0

\
.0

8qr: òrr( ?') - \ {sirr 2<,r (:l'-t) ò11 (¿)+ [cos 2co ('I --t)-11 ,\¿r(¿)] dú'
2a

.f (t)

tL)
(1e ) 8qr: Ðør("):\ {f 1-cos2o(1'-t))r)/r(ü)1sin2 o(1' -t,) å'¿, (/)} dl

r(
,],

l)

A: cos2 <¡ü

sin 2 oú
- sin 2oú

cog2 <'¡t
:1.
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lnlocuim expresüle yariaïiilor (26) în formula (11) çi expresia va-
rialiei bätäii -R devine

àÃ : 
5. 

o,, itÉ +ra) sin 2a (r - r) + (r,- *) *, 2a (r - t) +

* å.1 ¡¿, r 1 1 
"o* 

2'.(r - ¿) + (L- Q7)2.1 .(,) +L_;*^ 
\2o

- P-l sin 2<o (T - t) f Pn cos 2a ('l'- l¡l rl, 1l¡ ) crl.") I )

Varialiile 8lt çi 81, satisfac relalia

¿1Ð¿1 + l'2812:0 (28)

cleoarece

conclilia necesarã, cle extrem 8Ã : 0 împreunä cu relalia (28) con-
duce la formula

(", *) ""r2ot(r- Ð**

Formula (32') reprezintá prog
pentru a obline o bátaie maximá a
mârea optimá depinde de t
pul ?, adicä cle perioada
vitezele h Çi 4z lle care rac
motorului. Intervalul cle timp I' es
cunoscute. Pentru a determina vuL
ccualiile rni¡cä,r'ii pe paltca activä,
acum l, çi Z, se considerá cunoscuti cu'
(32).

rntegrînd, prin metodele forosite mai s's, ecualiile (B) - (a) îm-preuná eu formulele (32) çi conclitiile iniliate

nu (0) : 0, ni Q) : 0, 'í :7¡ 2¡

se gã,sesc ecualiile tlaiectolici optimale.
Aplicîncl ecua!üle astfel, oblinute la momentttr t : T se gã,sescpentru valorile g¿ Ëi Q¿ ecua!,iile

fT

4,: \ /(ú)cos UA) -2.l(t - r)ldt, +3 tr - cos 2ø r),Jo 2a
r.1l

tr : \ /(ú) sin lp (¿) - 2a (t, -- T)Jü - + sin 2o ?,
.to 2a

(34)

1

2 Cr)

*Pt sin 2<¡ ('I - t) +

Z, : ging :

(t'-* *) ""- 
2ø (r - ,) i- ('r:-"")sin 2c¡ (1' - t) - *

L,a formula (30) se ad.augá relalia

tz : VI .- t? (31)

çi rezolvînd sistemul de ecuatii (30) - (31) în raport cu l, çi z, oblinent

L. (t\
Z, : COS<o : -::-.:-)=--'I y L? (t) + LZ (,),

ro) sin [e Q) - 2u (t - rD- sin 9 (ú) dr+

gT
2ø

sin 2 cu ?,
g

4az

1
Qt: =-2a I:

I
ì

I

I

Í(t)

+

cos e (l) - cos tp (¿) - 2ø (t - T)lI
ì

dt-ì

I

. l, U\ L, (t)
tgA : --:) L ': --L' ,

l, (t) L," (I)

(32) \
JO

1
Oo: 

-2a

(32')

(33 )

L, (t)

(ú) -l- (¿)
g

4oz
(cos 2oi? - 1).

und.e

L, (t) :(* ."ì sin 2o (r-t) +

Lz (t) : (^& -"') sin 2<¡ (r --t) -r

T)

cos 2r¡ (T - t\ + 2,'2a
-l

oos 2o (T - t\
2a

("'-*)

(". *)

ului (84) se înlocuiesc acum în for_
ula (10).

obset'aat'i'e. lìcualiile (s-) - (4) împreunã, cu formulele (82) repre-
zintã, ectaþiiie diferenlirtu'aÍu traìõtorie'i ;p;iilù.-lr-rã"stn ecuarii sevor adáuga formulele (34) pentru clete'minãrea valorilor qo ,si Q,.
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Din comparatia expresiilor (38) çi (89) rezultã,

cosg : l,,Q) : t)

(r)+ (t),

sing : l, (t) : L, (t)
(t) + L7 Ø,

Sä presupunern cä racheta se rniçcä în cîmpul gravitalional plan-
paralel constant "qub actiunea fortei cle tractiunc çi a forlei Coriolis
în concLi{iile din ploblema prececlentá. Sá notãm crl O,l partea activá a tra-
iectoriei, pe care are loc accelelarea r:achetci. ln pozilia .4 forla cle trac-
tiune înccteazá, sâ ac\íoneze si racheta se miqcá ca un cot'p cu masa
constantá. Sä notäm cu (4, , ez) ,,\i (4r, 4r) coordonatele, respectiv vi-
tezele rachetei în pozilia .,1. Dcua!,iile miçcã,rii rachetei pe partea acbivá,
vor fi (3) - (a) iar pe paltea pasir.ä, (õ) - (6).

IJnelgia totalã, (cincticá si potcntialá), raportatá" la unitatea de
rnasá, cîçtigatã, de rachetä în punctul -,1, adicá la sfîrryitul inten,alului
d.e accelerare, va fi

1I4: 
-((j?+ 

(Iil I tt7z. (35)

Problema care se pune constä în alegerea funcliilor l,n!), adicá, a
regirnului cle cliriiare a ctirecliei tracliunii pe partea actir.ã, a traiectoriei,
în asa fel ca valoareâ Z' sá fie maximä.

Conclilia cle extrem, oblinutä prin arrularea plimei variatii, este

òØ : 4, òt. f 4, 84, -l- I 8t, : 0. (36)

Pentru a ex1:r'ima relaliile clintre r.arialiile ò4r, òlr, òq, çi varialiile
òlo ale clirecliei tractiunii folosirn fomrulele (20), consiclcr'înrl cá 8r,(0) :
:0r òr¡ (0) :0.

l{otînd
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(37)

(3e)

17

aclicã,

ll. il^t:lIlì l'tì (:()stIt (:Iì

815

(40)

(42)

4. CAt,Ct'r.t't. D\rirì(ìtilr ìrÅxttrri

t -,^ - 
L, (l)

r,gg : 
"rØ 

({r)

pentru regirnul qptim cle dirijare a direcliei tracfiunii, unde z, (t) ;i L, (t)au expresiile (BZ).
Iìcua!,iile diferen{,iale ale traiectoriei optirnaie sînt

'iJ, | 2a ti:, :

n, - 2u ùr:
(Ð+LZØ.

(34), cu care
alorile 4t, (jz,
tine clir.ijarea
Z precurn çi

5. OBSEIì\'ATrr gr cloNcr,uzrr

conclilia cle ext'rem (36) clevinc

Ia care se adâugá relalia cunosoutá

¿1ò¿r+1.,)lr:g

î'l',
ù1t : \ .f (t)lLr(¿) ò¿1 (t) I L' (r) ò¿, (t)l clr: 6, (38)

Jo

LL() - f, sin 2co ('l' - t) '.(,j, - ^!ll "o. 
2a (1' - q + -!-,

\- 2l"¿) 2a

L, (t) :l* - 4.) sin 2o ('1'- f ) + 42 cos 2a (T - t),

fa!ä. constá în cleúerrninatea progr.a_
or tipuri cle rachete tinînd seãma cå

Luenleazl,' sirnlitol calculul clistantei orizon-

.j árii optime a tracriu"u 
"""i:t;'.åå:,î# *ltt¿:' *;-"il;;Hiü''äi;

_Comparativ cu ipoteza pänîntului fix, car
este clovedit în luclarea lui D. Lan,den, Iu tezul
lncrarea d.e fatá arutá, cá, problema se ôomplicã,
tulni nobil ,si öã, deçi ea esie rezolvaUitX p"iü ì,.a
pot e'ralua decît folosind metod.e numerice-.

probr iJ!lT1î",iå;1.ff""å::rîåä'J,ìï #",f"å[? ååpe o în jurul unui centru ãtractir,, în palticularîn jn st caz s,itezu inilialá estò, ãesigur', ctiferitä
cle zero.

1n lucrarea noastrã, se presupune cã, contributia foltelor aeroclinamice
(rezistenla aerului) este neglijabilá iar cîrnpul grd,vitali'onal este plan-pa-
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ralel çi corìstant. Aceste ipoteze sînt valal¡ile nurnai aploximativ dar luarea
lor îí oonsiderare, într-o folmã, mai generalá nu modificä în esen,tä pro*
blema ci introd-uce complica!ü mai mari în calcule.

Rezultatele ob.tinute permit, în primul rîncl, sã, ne facem o sufi-
cientã, iclee d.espre felul cum trebuie dirijatã,, linîntL seama cá Pã,mîntul
este mobil, tracliunea unot rachete în ved.erea realizärii unei bã,tái ma-
xime çi energii maxime çi, în al doilea rînd., sá calculám efectiv valoarea,
acestei bätã,i çi energii.

Primilët Ia redaclie Ia 19 septembrie 1962 çi o ttoud uersiLtne Ia 25 íctnuarie 1043

O TITI4I\IA JI b H É'Itr PE}ITI4 [,IbI YIIPAB JIE H T{fl Tfl IO'I H E ITOTO P bI X
PAITET

PESIONIE

B pa6ore r,rccJregyerc-s Ba4aqa ynpaBJreur{.fl, rlo orrrl{MaJrbHolÌ lpo-
rpaMMe, tralpaBJreur4erlr 6a¡r¡lrcrn.recnolT paxerËr r{ rtocMøqecxotÌ paxetr'r
BBr{Ay rrorytreHrr-E IIaJrr,HocTtr, cooTBeTcrBeHHo MaIicI{MAJrbnori aueprølr,
n rr¡noreae, vro 3ertr.nfl ABuII{erc.E B rlpocrpaFlcrBe, a pemrIM pa6orr,r gnlr-
rareJrfl 3aAaH.

Vxaa¡rsaercñ äareM, rlprr rex rrte rl,rrroreSax, Har{ Mo?nuo paccq[Ttl-
Barb Manor.rMaJrbHyro ga,nr,no6orïnocrr 6a¡¡uctn.recxolT paxerbr rI Tanlr{e
I{AI{ MOTI{HO OIIeHI,ITL MAITCI,IMAJII'HyIO ÐFIeplll{rc I{OCMUTIeCHOü partersr
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