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METHODES ITERATIVES OPTIMALES DE TYPE STEFFRNSEN OBTKNUES
PAR INTERFPOLATION IRVERBER

par
| CRAGIDN IANCU, ION PAVALOLU ot IOAW SERB .

Dans le travaill [1] nous avons procédé & 1°4tude d'une classc

de wéthodes pour 1a résolution des équations de la formo:
(1) f(x) = 0,

od £ 3 I-> R, es% une fomction réelle de verisble réelis et I
est un imtervalle de l'awe rédel. On parvient A celle classe de mé-
thodes en utilissnt le méthode 4'interpolasion inverss, & lialde v

polyndme d'interpolation de Hermite.
L'ordre de convergence des méthodes étudides dens [1] adpend ¢
nonbrs des nosuds et de leurs ordres de multipliecité.
Dane ¢e travail nous démontrerons que dans la classe de méthodrr
| 6tudiées dans [1], 11 se détache une classe de méthodes de type
Steffensen pour laquelle 1'ordre de convergenca est le plus grand.
Dans ce qui sult les noeuds d'interpolation ne sont plus choieis
de manidre arbitraire, i1ls seront générés & 1'aide de fonctiona it
ratives, .
Désignons par "fi 1t I—>1I, 1= 14,.2, sse y0#l, 0 4 1 foncti-
ons itératives, c'est-h_.—ldi're des foncﬁions dont les points fixes |
cobncident !;vec les racines de 1'équation (1) dans 1'intervalle 1,
l Nous supposons également que les fonctions "f’i $ 4= ].,Tl" ¢t
t vérifient le conditions suivantes i

B @] £ ol 1 a2,

od f:l » 1=1,2,...,0+¢1 , sont des nombres réels e positifs
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donnée eb Py > 1, 1=1,8 .oc ;m¢l sdont des nombres réels.
Déaignons par w & I, une spproximation de la ragine T de
l'équéeien (1). FHous comstruisons lss noeuds d4'interpolation xi )

1= 1,2,..0,0¢1l, de la nanilre au:!.va,ntez

= fyuy)
2 2o FED 11,2000
Nous pomons y; = yi‘ = f(xi) y 1 5 1,25.00,0¢1 % Rous déaig.
nons par ofy, Doy veo s 41 » P+l nombres naturels domnds, poup
lesquels
@) ‘(1"’062"’"“"'0611-91‘”"'1' ek,

Supposons maintenant que la fonstion £ , edmet dans l'interw
valle I des dérivées jousqu'd l'ordres m + 1 y ooumpris ot £'(x)
£ 0 , pour chaque x¢lI. :

Dans 1'hypoth3se ci-dessus la fonction £ ¢ I—>F, o P = £(I)
68t bijective et donc il existe f£°L ; F —» I, Pour calouler les
dérivées successives de la fonction 1 on utilissera la formule

établie dans le travail [2] . _
k=141

| (k)
() (eH®(g) = Z 2T (——i—l) L. ey

= f(x), ot la somme ci-~dessous a'dtend A toubes les sclutions

(2lt-2-!.1)l(—11
1o0eeedy 1(2(x)

ol y
en nonbres entiers et non-négatifs au systdme d'ébquations:
y Ly + 25.5 ¢ ees * (kal)ik = K=l

6

12+:j.§+‘..+1k=:k-»l.,

A 1'aide des notations ci-dessus, le polyndme d°'interpolation
lnverse de Hermite relatlf aux noeuds ¥4 ayant lea opdreg de mule
tiplicisé 051 R ™ 1,2....;1514-1, 3} peut B'écrire sous ls forme downds

dans le travadl [2] .
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e ) )
(',7) By gi “’1 (3) (7-3’) (e
1l i:a’ g Oy e yor, "(-;m*
P .,;‘;*i?é» o
(& W(y) = = i
1 T i=1 G - ;yi’)
L'svoluabion du reste dans 1"@3}?‘@1&%@@1@ do gL PEEC e opl

donnde por la relation suivente s

= -1
)« Hy) - '(L%—nr‘i)-i:u) Ay, ¥

BL on suppons gue 1°8quabion (1) & uns eaecine Zel,
dewnont ¥ = £ 1(0) Douns,

(9) & ¥,
alors Ovi..
81 on négligs le reste dens A ralabicn
(9) 6t on tlent cempte de (7) on obtient pour % 19

sulvante ¢

apnrexinntion

Gy = P(o),

L'évalvation @p 1'erreup est donnde s

par 1'inégalitéd sudvand:

IW(O)‘ )

[x-u.l[ B+ 1)}

o M= up Jee=ty(medd ooy |

Dans c¢ss qui suit moue donnons uwne évaluation poue ,w ((3)' en

utilu;ani, (2) ot (3, Adngd en a 1
[ = J2¢ fy))| 2 f l#Cu)| 2,
J _
'f(z W = [ Palz) ] £ fglf(x1>’ 2 £ fa flglfcu |17

o g0

(12) }g- (xiu')l
Lo,

2] = |2 fedn) < §3\f(x§r>l 3¢
Y P ,
\YB r23 flapj ,f(llo)! P-lp2P3

. 8

une manidre générale

B 3241,

1250000 Do (B) on déduis

D

fi

soeD
e ) [£Cu )| P1>Pray
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n¢1 -
(13) |wioy| = ’f(x&), "1
a'ob & 1'alde do {2) on aééuiﬁ
o
(14) lwe| & ¢leu]
0& ot :
: +1 d
(15) g ;: E %ﬁ -ﬁr
ay el 3

(16) we Uy,
1=l I=1

De 17inbgalité ci-deassus et de (11) on déduit 1'indgalité sul-

vante

: it
(7 |~ u| £ e j2Cn

51 nous ﬁppliqu&ns 1s prooddd ci-dessus sucaesaivem@étg glors
sprés k-bme pas 4°Atération, nous obtiendrons une - epprorimevion LI
Las nosuda &4'interpolation xi’ s L o= T,0%L qul. eorrespondent auw
pas pulvent gi obbtienneant d'une manldre analogue & celle amployé@_
su premisr pae en employant las relations

ATy

(18) £ : _
K10 2 T1a7 0 el AT €Ly 2 ¢ rgnly kB2,

En procédant comme au premisr pas, on obtient 1'injgellts

‘a0 e H f : ,
(19) t?-’. = uk‘#ll {E (m x li‘(‘u‘l{’)l ¢ Ex .i.gags-ia v
51 nous posons
(20) o= s |29,
! el

alovs les inégalités (19) deviennont

250 i MS’,‘_’; L of
(2 R R I e E
| K.‘i’l[ == (ﬂi + l); }ﬁj g

7 Y - PO I 5. [
4ot pous déGuiscns o
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42 k+l

(2) [Eu,yle 0T (@ [Fagr

o € e H ¢ A5 smrbin,

84 on suppésa

h

25 R 2
de (22) il résulte: _ :
24) = 3
( k-éaauk x

Désignons par kl. kyp oo 'kn+l et 31’ Jor e ydpe1 GoUX

permutations arbltraires des nombres 1,2,...,0+1, et par
1 It 1
HCTp o %4 1T 0 C3 3 vee Ty % e/ x)
' 7E Y, ylgm-l' Yn¢d '
ls polyndme 4'interpolstion inverse d'Hermite de la forme (7Y, aux
noewds 4'interpolation yil....,yi 1 ayant les ordres de multipl
N+

0ité %31,..., o regpectivement, A 1'aslde des motatiopz ai- .

3n+1

dessus nous counsiderons la classs de méthodes itératives sulvante:

(25 = H(yk ) J P oose § yk . ccjlh: / 0) » 8 ® 1,2y 4na
.oh
(26) yﬁi = :(xﬂi) vl = 1,2, ou. omtl, 8 = 1,2, ...,

(14

B
X [ lf (u )
kl kl Bl
(29) !
f 8 i (]
X, = (x ) s 2,3, s 300dly 8 5 1,850.0 o
ki wii ki-l ' s ey ) 3 y B LY}

4 chague paire de permutations kyy K5y w0 ’kn+i ot iy, Js

*es yJp,; 968 nombres 1,2, ... ,0+l correspond une méthode it

. Tative de la forme (25) - (27). On obtient de cotte manidre au to-

tal (n + 1)1 mnéthodes itératives do catte foerme, Cos médthoden eoni

ufEénéralement différentes,
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bans cos qui sBurib nous wole propoacas de &étemi_mz? pared cuy

i
A

(a ¢ 1)1 méthodss de ia forme (25) = (29) , la méthode qui posshde

le plus grand ordre de CORNVANEONCS 0, ordre domeéd per (163,

LEGIS, Goneidérons les nombres x8els Py Poe see Py 88

Lo Koo eoo vy L 1Dy 2L 86 a1, & s 120000000, Efg,g
ave_ies relutlons ten sont vérifiées: ;
(28)- Prz Ppz oes -_jg Pyer ¥ g{’“l £ ":{2 L i é’('{h@l 5 ,%

De' tous les nombres de ls forme: ‘ i
)~ G(;’) Py -@C;j P, P, * cou b Ty Py Py ees By )
R el 52 : daed ~Ey R 0,

..:ié jle 32i vce gujn,%_lt §_\§_ kls k2| veo 'kmf-i. Bon eux permutat QE§

L

arbitraires des nombres 1,2,...,n+1, le plue grand est:

A
200 o =

¢ &« ;
P 1PLt o Py Pt oeae K 0Dy By e Pasl

Py

'u-ﬁﬁkqhyﬁ

Démonstration. Du premier lot d'inégalités (28) 11 résulte:

o o« e
(31) 3y pkl + i pkl pk2 Toaee Ty e By

BlLAD
nsl CEy Ko n+l =

o .ol ol ¢«
LT T Pp # ead b Ty PR el By o %

pour chaque permutation ;jl, ;12, Stele ’jm-l et kl, k2’ ’kml

Nous posons

(32) bi = pl P2 200 pi ’ % = l,2,.ou,n+1, ;&”
ot nous nous pi‘oposons de prouver 1'indgalité suwant.e '
26 iy ol o, o=t
_(33) . g3 D) iy by + cuo & By bril & i
ac. GC = ‘ - . DC ] L
1 hl *}. 2 b‘? P oosw * ,,IH-l b

ark °
'S

pour chaque permutation 330 dps eed »dpeye .I 3

(25) = (27) , gelle pour lsquelle on obtient 1'ordre maximal da con-

w 87 «

Pour B = § 1'infgelité est évidente., Bupposons 1'indgalils

 yrede pour n paires de nombrss (“‘Cl,bl). SIete ,("fn,bn) s clast-
' h-3iyes

eC ef o
& b, ¢ b, # 20 # b £
(3% dl 1 .JZ 2 3n o
a L[]

@y ot oC

'lbl"" 2b2+...¢ nbn.g
pour e‘i | it %“H et by % ... £b,. BY on euppose Y & ...
so0 -:(;af.n;‘f: "C!_\’Q'l » bl{:-. ae e 'g’b!l-“_' bn#l 1 a%l = ] ’ Q.].OI‘S da

. (34) il résultei

el o o “ “« ;
31 bl P see ¥ jn hn % jnél bn*l é bl( 31 P eco ¢ jn+l) A4

)oC

b "
Inel &

+ (by - bl)ofsa + (b3 - b;) "%5 * oee 4 (b = by

' < by o<
bl(&‘il ¢ e )+ (b, - b)) T+ by = b)) K, L

oC ¢ aC
590 (bi 't bl) 1“1 + (b1¢l — bl) i*l 4 ves + (b I bl) n+1

ar

n+sl

: » :
BpCy 4 e v ) 4 by - D)%y 4 (by = by) G e L,

v

y o : =4 B oC
. (_bi - bl) 3 * (bi+l - bl) Yol toeee * (bnﬂ. bl) el

< &, "
=2b) Ty ¢ b, 2*"'"’bn+1acn+l’

co qu'il f£alleit démonbror. L°indgalité (33) de la démonstration du
lemme ci-dessus est connue (.[5] » Do 539). Des considérations ¢i-
dosaus ot du lemme il résults le

THEOREME, De_toutves les (n+l)| méthodes itératives do la forue

s 3
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déc 8 t les nombres ai gn ordre crolss
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