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Es sei M eine konvexe Teilmenge eines reellen linearen Raumes X.
Eine Funktion f: M —R heiBt quasikonvex, wenn fiir alle ¢ = [0, 1]
und alle %, y e M die Ungleichung

(1) fI(1 — @)% + ay] < max {/(%), f{y)}
gilt.

In der Literatur (vgl. z.B. [9]) wird meistens behauptet, dafl der
Begriff der quasikonvexen Funktion auf pE rINgTTI [5] und FENCHEL 6]
zuriickgeht. In Wirklichkeit wurden aber fiir den Fall X = R Funktionen
mit der Rigenschaft (1) viel frither von T1BERIU PoPOVICIU [8] untersucht.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es Figenschaften einer Klasse von
Funktionen zu untersuchen, die umfangreicher ist als die Klasse der quasi-
konvexen Funktionen. Das Hauptergebnis wird durch Satz 5 ausgedriickt
und stellt eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes von Banach-Stein-
haus iiber die Kondensation der Singularitdten dar.

Im folgenden bezeichnet R die Menge R UJ {+oo} und A eine im
Intervall [0, 1] dichte Menge.

DEFINITION 1. Eine Funktion f: M — R heipt prikonvex, wenn es
eine reelle Zahl ¢ < [1, oo gibt, so daff die Ungleichung

(2) fI(1 — @)% 4 ay] < ¢ max {f(x), f(»)}
fiir alle a < [0, 1] und alle %, y « M gilt.
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Offensichtlich ist jede quasikonvexe Funktion, und demnach auch
jede konvexe Funktion, prdkouvex. Die von w. w. BRECKNER [2] einge-
fiithrten s-konvexen Funktionen sind ebenfalls prikonvex. Insbesondere
ist, fiir alle » > 0, die auf dem Raum ? durch

"

flx) = 20 |x,0p fir alle x = (%, ..., %, o) el
n=1
erklarte Funktion f prikonvex.

DEFINITION 2. Eine Funktion f: M —R heifit A-prikonvex, wenn es
ene reelle Zahl ¢ < [1, oo [ gibt, so daf die Ungleichung (2) fiiv alle a < A
und alle %, v M gilt. '

Jede ratiomal s-konvexe Funktlon im Sinne von w. W. BRECKNER
(2] ist A-prdkonvex, wenn man 4 = Q () [0, 1] wahlt.

DEFINITION 3. Es sei f: M —R eine A-prikonvexe Funktion. Die

Menge
D{f) = {x « M : f(x) < o0}
herfst effektiver Definitionsbereich von f.

Aus (2) folgt sofort, daB3 der effektive Definitionsbereich einer prakon-
vexen Funktion eine konvexe Menge ist.

DEFINITION 4. Es sei f: M —R eine A-prikonvexe Funktion. Ein
Punkt x < M heifst singular (oder Singularitit), falls f(x) = 4. Die
Menge der singuliven Punkte von f wivd mit S(f) bezeichnet.

In unseren weiteren Ausfithrungen setzen wir voraus, dafl X ein
reeller normierter linearer Raum ist und M = X gilt. AuBerdem benutzen

wir die Funktionen J und f, die auf X durch

/(%) = lim inf f(5), f(x) = lim sup f(3)

= Yz y—=+x
fir alle ¥ « X erklirt sind.
o osarz 1. Ist f:R"—R (n = N) eine prakonvexe Funktion, dann gilt
f(x) < oo fiir alle x < int D(f).

Bewets. Tst %y ein innerer Punkt von D(f), dann gibt es ein Simplex
V mit Fcken x,, ..., %41 aus D(f), so daB %, < int V gilt. Jedes x = V
148t sich aber in der Form

%= A%y 4 oo Gup1%ngn
mit a; >0, ..., 441 =20, a, + ... + a,4, = 1 darstellen. Durch voll-
stindige Induktion kann man dann fiir alle x < V die Ungleichung
f(x) < ¢ max {f(x), ..., f(%,1)}

beweisen, aus der f(x,) < 4o folgt.

3 DAS PRINZIP DER KONDENSATION DER SINGULARITATEN 61

Ist X' ein unendlichdimensionaler normierter linearer Raum, dann
gibt es ein lineares Funktional f: X — R, das in keinem Punkt von X
lokal nach oben beschrinkt ist. Fiir dieses Funktional f gilt dann f(x) =
= Joo fiir alle ¥ « X. Demnach bleibt Satz 1 nicht mehr giiltig, wenn
der Raum R* durch einen unendlichdimensionalen normierten linearen
Raum ersetzt wird.

satz 2. Es sei f: X — R eine A-prikonvexe Funktion. Gibt es emn
%o < int D(f) mit [(x,) < +oo, dann gilt f(x) < oo fiir alle x < int D(f).
Beweis. Es sei x ein innerer Punkt von D(f). Weil 4 in [0, 1] dicht
ist, gibt es dann ein y « D(f) und ein a 4, so daB x = (1 — a)x, {-ay.
0.B.d.A. kann angenommen werden, daB a dem offenen Intervall 10, 1[

angehort. s ' .
Wir machen nun die Annahme es sei f(x) = -}-00. Dann gibt es in

D(f)\{«} eine Folge (x,) mit _
lim %, = % und lim f(x,) = 4o0.
Hieraus folgt die Existenz einer natiirlichen Zahl %, so daB
f(x,) > cf(y) fur alle &>k,
gilt.
Es sei nun

%, — ——y fir alle k e N.

1—a 1—a

Dann gilt )
%, = (1 — a)z, + ay fir alle 2 e N.

Fir & > k, haben wir also

flm) < ¢ max {f(z), f(y)} = cf(z)
d.h. lf(xk) < f(z,). Beachtet man nun, daf

lim z, = %,,

so folgt hieraus f(x,) = --o0, was unserer Voraussetzung widerspricht.

Bemerkung. Satz 2 besagt, daB eine A-prikonvexe Funktion
auf intD(f) lokal nach oben beschriankt ist, falls sie in einem Punkt aus
int D(f) lokal nach oben beschrinkt ist.

sa1z 8. Es sei f: X » R eine A-prdakonvexe Funktion. Gilt f(x) <
< Ho0 fiir alle x < int D(f), dann ist { auf int D(f) prikonvex.

Beweis. Zunichst bemerken wir, daB f(x) < ¢f(x) fiir alle x = in;c D(f)
gilt. In der Tat, aus %, # %, lim x, = x, lim f(x,) = f(x) und 2, = — %+
+ (1 - l] x, (mit a < A4), folgt

@

f(x) < ¢ max {f(%), flz)} — of (%),
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s seien nun x, vy innere Punkte von D(f) und b eine Zahl aus dem
Intervall 0, 1[ (es wird nicht b = A vorausgesetzt!). Wir setzen 2z ==
= (1 — b)x -+ by. Fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es eine abgeschlossene Kugel
B, mit dem Mittelpunkt x, so daB3 f(#) <f(x) + ¢ furallen<= B, gilt. O.B.d.A.
kann angenommen werden, dafl y nicht in B, liegt. Es sei C die abges-
chlossene konvexe Hiille der Menge B, |J {y} und B C C eine abgeschlo-
ssene Kugel mit dem Mittelpunkt z. Bezeichnet v ein beliebiges Flement
aus int B, dann ist der Schnitt der durch v undy gehenden Geraden
mit der Kugel B, eine Strecke von positiver Idnge. Hs gibt daher
ein @ « A und ein # < B, derart, dal v = (1 — a)u + ay. Hieraus folgt

f©) < cmax {f(), f(y)} < cmax {f(%), f(3)} +
+ ce < 2 max {f(x), ()} + ce.

Weil v ein beliebiger Punkt von intB war, gilt also

fz) < ¢ max {f(x), f(3)} + ce.
Strebt ¢ gegen Null, so folgt die Behauptung des Satzes.

sa1z 4. Es sei f: X » R eine A-prikonvexe Funktion und K eine
offene konvexe Teilmenge von D(f). Gilt f(x) > —co fitr alle x =« X, dann

ist die Funktion f: K — R prikonvex.

~ Beweis. Es sei 4, y « K und b< 10, 1{. Wir setzen z = (1 — b)x
+ by. Die Folgen (x,) und (y,) seien aus K so gewahlt, daB

im x, = %, limy, =y, Hm/f(x)=/(x), Lmf(y)=/F()

gilt. Weiterhin sei (@,) eine Folge aus 4 die gegen b konvergiert. Setz
man z, = (1 — a,) %, + a,y,, so folgt
lim z, =2 und f(z) < lim inf f(z,).
- k—rc0

Wegen :
f#) < cmax {f(%,), f(v)}
ergibt sich dann die Behauptung.

Bemerkung Spezialfille der Sitze 1—4 haben r. BERNSTEIN und
c. poETSCH [1], E. MOHR [7], A. cSA&szARrR [3] und E. DEAK [4] bewie-
sSen. ]

satz 5. Es sei f: X » R eine nach unten halbstetige A-prikonvexe
Funktion. Gilt int D(f) = @ oder gibt es ein %, < int D(f) mit f(xy) = +o0,
dann ist S(f) der Durchschnitt abzahlbar vieler offener und in X dichter Men-
gen. Ist X ein Banach-Rawm und ist int D(f) # O, dann gilt f(x) < 40
fiir alle x < int D(f).

Beweis. Fiir jedes n e N ist X, = {x « X :f(x) > »n} eine offene
Menge und es gilt S(f) =N {X,: » = N}. Wir zeigen, daf die Mengen
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X in X dicht sind. Wire X, nicht dicht, dann miifte es ein y, € X

n

und eine abgeschlossene Kugel B mit dem Mittelpunkt y, geben, so dall
B X,, leer ist. Also wiirde f(x) < n, fir alle x = B gelten. Demnach
wire int D(f) nicht leer und mach Satz 2 miilite f(x) < +oo fiir alle
% < int D(f) sein, was der Voraussetzung widersprechen wiirde.

Ist X ein Banach-Raum und gilt f(x,) = oo fiir ein %, < nt D(f),
dann ergibt eine Anwendung des Baireschen Leminas, ng die Menge
S(fy =N {X,:n e N} in X dicht ist. Demnach miifite intD(f) leer

sein, was der Annahme x, < int D(f) widerspricht,
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